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摘要：在磁盘阵列双容错编码简单图表示法和双容错数据布局判定定理的基础上，提出了最优冗余布局定理，证

明了 full-2 码（对应完全图）的双容错数据布局的磁盘数下界，及最优冗余布局的构型。并给出了一种基于完全

图的完全 1-因子分解的 full-2 码最优冗余双容错数据布局构造方法，与其他双容错编码/布局相比，该方法生成的

布局具有高可靠性、更新代价最优、冗余率最优、低编码/解码复杂度等优点，且构造方法适应性更强。 
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Abstract：On the basis of the simple graph representation of RAID double-erasure-correcting codes and the 

double-erasure-correcting data layout judgement theorem, the optimal redundancy data layout theorem was 

proposed, and the theorem proves the lower bound of the number of disks of double-erasure-correcting data layout 

of full-2 code (corresponds to complete graph) and the structure properties of the optimal redundancy data layouts. 

A construction method for optimal redundancy double-erasure-correcting data layout based on perfect 

1-factorization was presented. Compared with other double-erasure-correcting codes/data layouts, the data layouts 

produced by this method have high reliability, optimal update penalty, optimal redundancy and low 

encoding/decoding complexity. Moreover this construction method has high applicability. 
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0  引言* 

上世纪 80 年代末期，Patterson 等人提出了廉价

磁盘冗余阵列技术（Redundant Arrays of Inexpensive 

Disks，RAID）[1]，这是近二十年来存储领域最重要

的成果之一，目前仍是构造大规模存储系统的关键

技术之一。近几年，互联网和网格技术的飞速发展，

对存储技术提出了新的挑战，特别是对存储系统可

靠性、可用性的要求越来越高，因此磁盘阵列多容

错编码的研究逐渐增多。 
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较早提出的双容错编码是 RAID6 结构，其可靠

性、冗余率、更新代价都很好，但编码/解码复杂度

较高。上世纪 90 年代初 Hellerstein 等人提出了二维

奇偶校验码、full-2 码、full-3 码等一系列多容错线

性码[2]，通过校验条纹分组，每个数据单元参与多

个校验组来提供多容错能力。每个校验组等同于一

个 RAID5 条纹，编码/解码复杂度远远优于 RAID6。

Hellerstein 等人还提出了线性码的校验矩阵表示法
[2]，用一个 0/1 矩阵表示磁盘（矩阵列）和校验组

（矩阵行）的参与关系，图 1a 给出了一个 8 磁盘的

二维码，图 1b 即为其校验矩阵表示。文献[2]的另

一重要贡献是提出了 5 个多容错编码评价指标：可

靠性、冗余率、更新代价、校验组大小和扩展性。 

线性码的缺点是冗余率高，当阵列规模较小时

尤为突出。而近年来应用需求的发展所带来的存储

系统网络化等趋势，和硬盘技术自身发展的一些特
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点，使得中小规模的磁盘阵列也需要多容错能力，

这就无形中放大了这一缺点。研究者于是考虑多容

错数据布局方式——在一个磁盘上放置多容错编码

中归属于同一个校验条纹的多个条纹单元。通过合

理布置数据单元和条纹单元，仍可保证双容错能力，

但冗余率却大大降低。EVENODD[3]、DH1 和

DH2[4]、RM2[5]、B-CODE[6]、RDP[7]等双容错编码/

布局就是此类成果。其中，EVENODD、DH1 和 RDP

编码的冗余率都达到了理论最优的 2/N（磁盘数为

N），但校验条纹中的数据（校验）单元可能参与不

止两个（一个）校验组，这显然可能影响更新代价，

我们称之为一类线性码。而 DH2、RM2、B-CODE

编码则严格满足每个数据（校验）单元参与两个（一

个）校验组的性质，保证了更新代价最优，我们称

之为二类线性码。 

 

图 1. 二维奇偶校验码及其校验矩阵和简单图 

Fig.1 2d-parity code, parity check matrix  

and graph representation 

 

图 2. 数据布局不可恢复故障对应的图表示 

Fig.2 graph representation of unrecoverable stripe units set 

我们对双容错编码/数据布局问题进行了研究，

提出了二类线性码的简单图表示法[8]，用顶点表 Pi

示校验单元 i（校验组 i），用边 Dij 表示数据单元

（参与校验组 i 和校验组 j），图 1c 给出了图 1a 二

维码的简单图表示。图表示法与校验矩阵表示法一

样严谨、简洁，而且将数据布局问题转化为图划分

问题，可借助图论理论进行双容错数据布局问题的

研究。我们提出了双容错数据布局判定定理[8]。如

图 2，图 2b 所示两端为顶点，中间由边构成的路，

和图 2c 所示完全由边构成的圈，这两种闭路结构即

对应两类不可恢复磁盘故障条纹单元集合（闭合校

验单元子集和闭合数据单元子集）。实际上，两个

闭路实例即为图 2a 数据布局中不可恢复的两个双

磁盘故障：磁盘 0 和磁盘 1、磁盘 2 和磁盘 3。双容

错数据布局判定定理指出：若数据布局对应的图划

分，任意两个分组的并都不包含这两类闭路，则数

据布局具有双容错能力。 

1  最优冗余数据布局 

双容错数据布局判定定理给出了双容错数据

布局研究的重要基础，但未解决构造问题。我们对

full-2 码（对应完全图）的双容错数据布局的存在性

进行了研究，得到了双容错布局对应的图划分应满

足的一些性质（其中“分组”意为图划分的子图）。 

性质 1  一个分组至多含有图的一个顶点 

证明：如果一个分组包含两个顶点 Pi 和 Pj，考虑包

含边 Dij 的分组，两个分组的并包含闭合校验单元

子集，因此布局不能容双错，矛盾！ 

性质 2  如果一个分组中包含了图的一个顶点，则

以该顶点为端点的边不能出现在这个分组中 

证明：如果一个分组包含顶点 Pi 和边 Dij，则与包含

顶点 Pj的分组的并包含闭合校验单元子集，矛盾！ 

性质 3  如果两边相邻，不可属于同一分组 

证明：如果一个分组中包含边 Dij和 Djk，则与包含

边 Dki 的分组的并包含闭合数据单元子集，矛盾！ 

性质 4  任何两个分组的并，最多包含 n-1 条边 

证明：如果包含的边数≥n，子图必然包含圈，矛盾！ 

性质 5  如果两个分组各含一个顶点，则其并最多

包含 n-2 条边 

证明：如果包含 n-1 边，则要么形成圈，要么恰为

汉密尔顿圈去掉一条边形成的路，而任意两个顶点

均会落在这条路上，构成 1）型闭路，矛盾！ 

于是可得最优冗余布局定理。 

定理 1  最优冗余布局定理：n 个校验组的 full-2

码（完全图 Kn），其双容错布局满足如下性质： 

1) 若 n 为偶数，分组数（磁盘数）下界为 n+1（此

时冗余率最低）。每组含 n/2 个条纹单元，其中

有 n 个分组各由 1 个顶点（校验单元）和(n-2)/2

条边（数据单元）组成，另一个分组由 n/2 条边

组成。 

2) 若 n 为奇数，分组数下界为 n+2。其中，有一
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个分组由 1 个顶点和(n-1)/2 条边共(n+1)/2 个条

纹单元组成。其他分组均含(n-1)/2 个条纹单元，

其中有两个分组由(n-1)/2 条边组成，其他分组

由 1 个顶点和(n-3)/2 条边组成。 

证明：为叙述简便，下文用 N0、N1、…表示分组包

含的校验单元（顶点）数目，用 M0、M1、…表示

数据单元（边）数目。 

a) 证明 n 为偶数时，分组数下界为 n+1 

由性质 1，分组数≥n，假定存在分组数为 n 的双容

错布局，则有 N0=N1=…=Nn-1=1。 

则 M0+M1+…+Mn-1=
2

)1( nn
，均值为

2

1n
，而 n

为偶数，则至少存在一个
2

n
M i  。 

若其他 M 均
2

2


n
，则 ，与性质 5 矛

盾。 

1 nM i

若存在 )(
2

2
ij

n
M j 


 ，则 1 nMM ji ，

与性质 5 矛盾。得证。 

b) 证明 n 为偶数时，达到分组数下界的布局必具

有 1)所述构型 

由性质 1，不妨假定 N0=N1=…=Nn-1=1，Nn=0，先

证明
2

n
M n   

首先，由性质 5，对所有 1,0  nji ，有

。 2 nMM ji

因此
2

)2(
10


 

nn
MM n ，所以

2

n
M n  。 

假 设 1
2

 nM
n

n ， 由 性 质 4 ，

，则 nn MnMM  1,, 10 

2

)1(
1)1()

2
1(

)( 120




 

nn
nn

n
n

MMMM nnn

 

矛盾！因此
2

n
M n   

则
2

)2(
120


 

nn
MMM nn ，类似 a)可

证明
2

2
10


 

n
MM n 。得证。 

c) 证明 n 为奇数时，分组数下界为 n+2 

类似 a)可证分组数>n。假设分组数为 n+1，

N0=N1=…=Nn-1=1，Nn=0。 

由 性 质 5 ， 对 任 意 1,0  nji ， 有

2 nMM ji ，且 n 为奇数，因此至多有一个

2

1


n
M i ，其他 ij 


,

2

3n
j M 。 

因此 

2

)2)(1(
)2()2(

2

3
120







 

nn
nn

n

MMM nn

， 则

1 nM n ，与性质 4 矛盾。得证。 

d) 证明 n 为奇数时，达到分组数下界的布局必然

具有 2)所述的构型 

不妨假定 N0=N1=…=Nn-1=1，Nn= Nn+1=0 

类似 c)，易知 11   nMM nn

1

，由性质 4，

1  MM nn n 。 

因此
2

)2)(1(
120


 

nn
MMM nn  

Mn和Mn+1中至少有一个
2

1


n
，由性质 4，M0、…、

Mn—1 均
2

1


n
，且不可能均

2

3


n
，至少有一

个为
2

1n
。 

而由性质 5，只可能有一个为
2

1n
，其他均为

2

3n
，而 Mn 和 Mn+1 只能均为

2

1n
。得证。 

定理 1 证毕。 

容易看出，若 K2n 存在 2n+1 个磁盘的双容错布

局，其冗余率达到理论最优，而对 K2n-1，即便存在

2n+1 个磁盘的双容错布局，其冗余率也非理论最

优。实际上，两种布局的磁盘数都是奇数，无偶数

磁盘布局方案。但容易发现，将 K2n+2 的最优冗余

布局的纯数据单元磁盘删除，所得布局仍具有双容

错能力，冗余率也保持理论最优。因此，无论磁盘

数奇偶，均利用 K2n 构造最优冗余布局即可。 
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2  最优冗余数据布局构造方法 

定理 1 仍未解决最优冗余双容错数据布局构造

问题，借助图论领域完全 1-因子分解问题的研究成

果，我们可设计出高效的构造方法。所谓图 G(V, E)

的一个完全 1-因子分解（perfect 1-factorization，

P1F），指 G 的一个划分{ F0, F1, …, Fk-1}，每个 Fi

均为 G 的一个 1-因子（1-正则生成子图），且任意

两个 1-因子均不相交，而它们的并构成汉密尔顿圈。

文献[9]给出了 n 或 2n-1 为素数时，构造完全图 K2n

的 P1F 的线性时间复杂度算法。对其他很多偶数，

也已找到 P1F。而 EVENODD 等编码，要求磁盘数

与素数相关，显然本方法适应性更强。图 3 给出了

K6 的一个 1-因子分解。 

 

图 3. 完全图 K6的一个 1-因子分解 

Fig.3 a P1F of K6 

算法 1  full-2 码最优冗余双容错布局构造算法 

输入：完全图 K2n 的一个 P1F J={F0, F1, …, F2n-2}，

Fi 中包含顶点 P2n-1 的边为 D2n-1 i（0≤i≤2n-2）。 

输出：完全图 K2n-2（2n-2 个校验组的 full-2 码）对

应的双容错编码的最优冗余双容错布局。 

方法： 

1) 对每个 Fi（0≤i≤2n-2），删除顶点 P2n-1 和边

D2n-1 i，得到 J’ = {F0’, F1’, …, F2n-2’}，图 4 给出了图

3 的 P1F 进行此操作后的结果。 

 

图 4. 经过步骤 1 后的结果 

Fig.4 the result of step 1 

2) 对每个 Fi’（0≤i≤2n-2）删除顶点 P2n-2 及其邻

接边（F2n-2’仅删除顶点），得到 J’’ = {F0’’, F1’’, …, 

F2n-2’’}，图 5 给出了图 4 中结果经此步骤后的结果。

J’’即为所求的最优冗余布局，我们规定分组 Fi’’（0

≤i≤2n-3）只包含孤立顶点 Pi，不包含其他顶点。 

图 5. 算法 1 的执行结果 

Fig.5 the final result of algorithm 1 

定理 2  算法 1 输出的布局具有双容错能力： 

证明： 

由 P1F 定义，对任意 Fi 和 Fj（0≤i, j≤2n-2），Fi∪

Fj形成汉密尔顿圈。 

Fi’∪Fj’由 Fi∪Fj 删除顶点 P2n-1 和边 D2n-1 i、D2n-1 j

而得，因此构成长度为 2n-2，PiPj的路。 

对任意 Fi’’和 Fj’’（0≤i, j≤2n-3），Fi’’∪Fj’’为 Fi’∪

Fj’删除边 D2n-2 k 和 D2n-2 k’（k≠i，k’≠j）和 Pi、Pj之

外的所有顶点。考虑到磁盘阵列布局的实际意义，

这里 n≥2，因此 k=j 和 k’=i 不可能同时成立，因此

Fi’’∪Fj’’的结构有两种情况：1）分别以 Pi、Pj为端

点的两条不相交的路（图 4 的 F0和 F1）或，2）一

条以Pi或Pj为端点的路和另一顶点形成的孤立顶点

（图 4 的 F0和 F2），均未形成不可恢复闭路。 

对任意 Fi’’（0≤i≤2n-3）和 F2n-2’’，Fi’’∪F2n-2’’为

Fi’∪Fj’删除边 D2n-2 k（k≠i）和 Pi 外所有顶点，必然

形成以 Pi 和 Pk 为端点的路，但只包含顶点 Pi，也未

形成闭路。证毕。 

算法 1 本质上与 B-CODE 编码构造方法[5]是等

价的，但更为简洁、清晰，基于双容错数据布局判

定定理的证明也更为简单。算法 1 生成的布局，即

B-CODE，其特性完全吻合文献[8]中结论及本文的

性质 1－性质 5 和定理 1。 

若对于磁盘数 2n-2 或 2n-1，尚未找到 K2n 的

P1F，一种较好的布局构造方法是：取 n’为>n，且

K2n’已找到 P1F 的最小整数，利用算法 1 构造 2n’-1

个磁盘的最优冗余双容错布局，删除若干分组（磁

盘）后转换为 2n-2 个或 2n-1 个磁盘的布局。需注

意的是，删除校验单元，其相关数据单元也要同时

删除，由此造成的分组大小不一，可采用类似

RAID5 的循环重复方式解决。如此构造的布局，冗

余率未达到理论最优，但非常接近，使得算法 1 的

适用范围更广。 

算法 1 生成的双容错布局，由于源于二类线性

码，因此其更新代价是最优的，编码/解码复杂度低，

通过数据布局的方式，校验开销也达到了理论最优

值。虽然 full-2 码能够恢复的一些三个以上磁盘故

障，数据布局方式无此能力，但双容错能力已经可

以保证很好的可靠性。因此，以此构造的双容错磁
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盘阵列，各方面指标都达到较好的效果。当然，这

种布局的扩展能力较差，实际上这也是 DH、RM2

等校验分散编码方案共有的缺点，我们已经借助

P1F 得到了一种具有独立校验分组的高扩展能力的

双容错数据布局的构造方法，限于篇幅，这里不再

详述。 

3  总结 

本文利用图论方法，对双容错数据布局的存在

性及其构造方法进行了研究。给出了 full-2 码最优

冗余双容错数据布局存在的必要条件，并借助完全

图的完全 1-因子分解问题的研究成果，对最优冗余

布局的充分条件进行了研究。发现 B-CODE 编码就

是我们研究的最优冗余布局方案，给出了更为简洁

的构造方法和正确性证明。生成的布局在冗余率、

更新代价及可靠性方面都达到最优，而构造方法的

适应性优于 EVENODD 等编码。 

本文和文献[8]的工作，对于双容错数据布局问

题只是刚刚开始，尚有很多工作有待开展，才能达

到应用于实践的程度。如目前的图描述法很多表述

与图论领域的一般表述方式有差异，我们已经在研

究更好的虚拟顶点表示法。还有一类线性码的表示

方法，三容错、四容错编码的表示方法，非最优冗

余布局构造方法，数据布局性能分析和性能优化等

等，都是很有价值的工作，我们已着手对其中一些

问题展开进一步的研究工作。 
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