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摘 　要 　从一个新的途径讨论容许两个盘故障的磁盘阵列数据布局 :把由数据单元和通过“异或”运算得到的校验

单元组成的校验组用一个图表示 ,把校验组容许两个盘故障的阵列布局归结为校验组的单元集合的划分 ,进而转

化为校验组的图的顶点和边组成集合的满足一定条件的分解. 证明了校验组容许两个盘故障的单元集合划分的充

分必要条件及存在性 ;讨论了优化阵列布局方案性能的条件 ;给出了阵列布局的步骤. 从而为设计具有最优性能的

容许两个盘故障的磁盘阵列数据布局方案提供了有效的途径.
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Abstract 　A novel method for tolerating up to two disk failures in disk arrays has been presented. By

representing a check group consisting of date and parity units with a graph , the conditions for tolerat2
ing two disk failures in disk arrays becomes to that of partitions of check group , and thus to that of the

decompositions of its graph. A necessary and sufficient condition for the partition of check group is

proved ; the existence of the partition is given ; the condition for optimizing the performance of the

placement scheme is discussed ; and the step of placement of the date and parity in a disk array is

shown. It presents an efficient method for placement schemes with optimizing performance to tolerat2
ing two disk failures in disk arrays.
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1 　引　言

独立磁盘的冗余阵列 RAID ( Redundant Array

of Independent Disks) (简称磁盘阵列或阵列) [1 ]技
术是解决 CPU 处理速度和输入/ 输出 ( I/ O) 性能之

间发展不平衡的一个有效方案. 但是 ,随着盘数的增

多 ,阵列的可靠性随之降低[1 ,2 ] . 一般情况下 ,一个

磁盘阵列的平均无故障时间 ( M TTF) 为 : M T TF =

单个盘的 M T TF/ 阵列中盘的总数. 此式表明 ,随着

阵列中盘数的增多 ,阵列的平均无故障时间随之下

降.

容许单个盘故障的磁盘阵列数据布局已有大量
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的研究[1 ,3 ,4 ] . 容许多个盘同时故障 ,特别是容许两个

盘同时故障的阵列布局也有一些结果[2 ,5～9 ] . Heller2
stein 和 Gibson 给出的 2D 布局方案[5 ]及 Ng 给出的

Crosshatch 布局方案[6 ]等是把校验单元集中在校验

盘上. 然而每次对用户数据的更新都需要更新校验

单元 ,因此校验盘就成为阵列 I/ O 的瓶颈. 而 Park 给

出的 RM2 布局方案[7 ,8 ]、Blaum 等给出的 EVENODD

布局方案[2 ]以及最近由 Nam2Kyu Lee 等提出的 DH1

和DH2 布局方案[9 ] ,把校验单元散布到阵列的每个

盘中 ,以解决瓶颈问题.但是 ,这些方案都有过多的小

写额外开销 ,或者限定阵列盘数为素数.

在容许多个盘故障的磁盘阵列数据布局中 ,关

键是如何实现“容许多磁盘故障”的条件以及如何使

阵列布局方案的性能达到最优. 本文从一个新的途

径讨论容许两个盘故障的磁盘阵列数据布局 :把由

数据单元和通过“异或”运算得到的校验单元组成的

校验组的单元集合的划分作为阵列布局的一个主要

步骤 ,使容许两个盘故障的条件通过校验组的单元

集合的划分来实现. 为此 ,把校验组用一个图来表

示 ,把校验组容许两个盘故障的单元集合划分转化

为校验组的图的顶点和边组成集合的满足一定条件

的分解. 证明了校验组容许两个盘故障的单元集合

划分的充分必要条件及存在性 ;讨论了在冗余率达

到最低时确定校验组的图的条件 ;给出了阵列布局

的步骤. 用一个图表示一个校验组保证了在容许两

个盘故障的条件下阵列布局方案有低的小写的额外

开销. 为了降低编码和解码算法的复杂性 ,本文主要

利用“异或 ( Exclusive2OR)”运算计算校验单元. 图

论参考书见文献[10 ] .

2 　校验组和校验组的图

在磁盘阵列数据布局 (简称阵列布局) 中 ,用户

数据被划分成大小相等的数据单元 ,依次编号为 0 ,

1 ,2 , ⋯,称为用户数据单元序列. 若干相继数据单元

组成一个数据组.

把一个数据组中的数据单元按某种方式组合 ,

对每一个组合运用“异或”运算计算出校验单元 ,增

加校验单元的数据组称为校验组 (图 1) . 数据单元

和校验单元统称为单元.

在校验组中 ,一个校验单元由若干数据单元计

算 ;同时 ,一个数据单元亦可被用来计算多个校验单

元. 在容许两个盘故障的磁盘阵列数据布局中 ,每个

数据单元必至少被用来计算两个校验单元 (数据单

元的镜像也看成是校验单元) . 本文讨论校验组中每

个数据单元恰好被用来计算两个校验单元的情形.

对这样的校验组可用一个无环图 G 直观地表示 :校

验单元对应 G 的顶点 ,数据单元对应 G 的边 ;数据

单元 D 对应的边连接校验单元 Pi , Pj对应的顶点 ,

当且仅当 D 在校验组中被用来计算 Pi和 Pj . 称图 G

为校验组的图.

设一个磁盘阵列含有 N 个盘 ,依次编号为 0 ,

1 , ⋯, ( N - 1) . 一个盘上保存一个单元的空间称为

一个物理单元. 每一个盘看成由一列物理单元组成 ,

依次编号为 0 ,1 ,2 , ⋯. 一个盘上的物理单元的标号

称为偏移量.

例 1 . 　图 1 (a) 给出的是校验组{ D i j | 0 Φ i Φ4 ,

i < j Φ5} ∪{ Pi | 0 Φ i Φ5}的布局. 其中每一列代表

一个盘 ,分别记为 d0 , d1 , ⋯, d6 . 图 (a) 中最左边的

一列数字代表各个盘上物理单元的偏移量. D i j是

数据单元 , Pi是校验单元 ; D i j的下标表示这个数据

单元被用来计算校验单元 Pi和 Pj ,校验单元 Pi由下

标含有 i 的数据单元通过“异或”运算得到 ,如 P0 =

D01 Ý D02 Ý D03 Ý D04 Ý D05等. 图中所有数据单元

组成一个数据组 ,所有单元组成一个校验组 ,其中每

一个数据单元被用来计算两个校验单元 ,每一个校

验单元由 5 个数据单元来计算.

图 1 (b) 是 (a) 的校验组的图 ,图的顶点和边的

标号表示其对应的校验单元和数据单元 (图中只标

记了部分边) . 这是一个有 6 个顶点的完全图 K6 .

由图 1 可以看出 ,用图表示一个校验组可以直

观地反映出校验组中数据单元和校验单元之间的关

系. 进一步 ,通过一个图还可以很容易地给出一个校

验组. 下面以完全图 K6为例说明如何利用图来确定

校验组.

例 2 . 　设完全图 K6 (图 1 (b) ) 的顶点集为{ Pi |
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0 Φ i Φ5} ,边集为{ D i j | 0 Φ i Φ4 , i < j Φ5} ,这里

D i j连接顶点 Pi , Pj ,共有 15 条边. 指定用户数据单

元序列中第 0 到第 14 号数据单元为一个数据组. 并

且 ,给出数据组中数据单元与图的边集的一个一一

对应 ,例如设第 0 到第 14 号数据单元分别对应边

D01 , D02 , ⋯, D05 , D12 , ⋯, D15 , ⋯, D45 . 最后 ,对图

中每个顶点关联的边对应的数据单元运用“异或”

运算计算出对应的校验单元 ,这样就得到一个校验

组 ,仍记为{ D i j | 0 Φ i Φ4 , i < j Φ5} ∪{ Pi | 0 Φ i Φ
5} . 这个校验组的图就是完全图 K6 .

3 　容许两个盘故障的阵列布局条件

3 . 1 　校验组的布局与单元集合划分

确定校验组后 ,磁盘阵列的数据布局就是把校

验组的每一个单元分配到阵列的物理单元中 ,称为

校验组的布局. 给定校验组的一个布局 ,被分配到每

一个盘上的单元是该校验组单元集合的一个子集.

从而 ,校验组的布局对应校验组的单元集合的划分.

进一步 ,校验组的单元集合的划分对应校验组的图

的顶点和边所成集合的分解. 基于这样的事实 ,给出

如下一些定义.

定义 1 . 　若校验组的一个单元子集中的单元

都可由该子集以外的单元通过“异或”运算计算出 ,

则称这个单元子集为可重构单元子集 ,否则称为不

可重构单元子集.

定义 2 . 　(1) 对校验组的一个布局 ,若任意 k

个盘上的单元组成的单元子集是可重构单元子集 ,

则称为校验组的容许 k 个盘故障的布局 ,简称校验

组的 k2布局.

(2) 一个阵列布局能容许 k 个盘故障是指 ,当

阵列中任意 k 个盘故障时 ,其上的每一个单元都可

通过无故障盘上的单元重构.

(3) 若校验组的单元集合的划分中任意 k 个单

元子集的并集是可重构单元子集 ,则称为校验组的

容许 k 个盘故障的单元集合划分 ,简称校验组的 k2
划分 (定义中的 k 均指具有所述性质的极大者) .

下面是几个与图有关的概念. 注意 ,这些概念比

图论中相应概念包含的范围更广.

定义 3 . 　子图 :一个图的顶点和边的任意子集

均称为子图. 路 (圈、树、森林、连通子图) :图论中的

路 (圈、树、森林、连通子图) 以及在其上去掉一些顶

点 (不去掉边) 剩下的子图均称为路 (圈、树、森林、连

通子图) .

由定义 3 知 ,校验组的单元子集在校验组的图

中对应一个子图 ,称为单元子集的子图. 进一步 ,校验

组的单元集合的划分对应校验组的图的子图分解.

定义 4 . 　对校验组的图的子图分解 ,若任意 k

个子图的并在校验组中都对应一可重构单元子集 ,

则称为校验组的图的容许 k 个盘故障的子图分解 ,

简称 k2分解.

总结以上的分析和定义有 :

定理 1 . 　校验组的 k2布局给出它的 k2划分 ,从

而对应校验组的图的 k2分解 ;反之 ,校验组的图的

k2分解给出校验组的 k2划分 ,进而 ,如果不同子集存

入不同盘 ,则给出此校验组的 k2布局. 一个阵列布

局能容许 k 个盘故障当且仅当每个校验组的布局

至少是 k2布局.

由定理 1 ,只需以一个校验组为例来讨论磁盘

阵列的布局. 为了给出校验组的 k2布局 ,只需给出

它的 k2划分 ,进而只需给出校验组的图的 k2分解.

3 . 2 　校验组的 22划分条件和存在性

下面利用校验组图的子图结构给出校验组的

22划分条件. 首先考察校验组的可重构单元子集的

子图的结构及重构算法.

例 3 . 　对图 1 (a) 的布局 ,假设第 0 号和第 1

号盘故障 , 其上的单元子集为 { P0 , D12 , D35 , P1 ,

D23 , D04} ,对应的子图如图 2 . 由此 ,容易得到故障

盘上单元的重构算法 : D04 = P4 Ý D14 Ý D24 Ý D34 Ý
D45 , P0 = D01 Ý D02 Ý D03 Ý D04 Ý D05 ;类似的可依

次计算 D35 , D23 , D12 , P1 . 事实上 ,在图 1 (a) 的布

局中的任意两个盘故障时 ,故障盘上的单元都可用

类似的方法重构.

注意到单元子集{ P0 , D04}和{ P1 , D12 , D23 , D35}

的子图的结构 ,有如下定义.

定义 5 . 　最多包含一个顶点的树称为可重构

树 ;可重构森林是指每个分支都是可重构树的森林.

如图 2 给出的是由两棵可重构树构成的可重构

森林. 由例 3 ,容易用归纳法证明.

引理 1 . 　若校验组的单元子集的子图是可重

构森林 ,则这个单元子集为可重构单元子集.

其次 ,考察校验组的不可重构单元子集的子图

的结构. 为此 ,对例 2 的由完全图 K6确定的校验组
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给出一个布局如图 3 (a) .

例 4 . 　(1)对图 3 (a)的布局 ,假设第 0 ,1 号盘故

障 ,其上的单元子集为{ P0 , D15 , D24 , P1 , D04 , D25} ,

对应的子图如图 5 (b) . 下面说明这个单元子集为不可

重构单元子集. 由完全图 K6及其确定的校验组知 ,与

此单元子集中的单元相关的计算校验单元的等式为

P0 Ý D04 = D01 Ý D02 Ý D03 Ý D05 ,

D04 Ý D24 = P4 Ý D14 Ý D34 Ý D45 ,

D24 Ý D25 = P2 Ý D02 Ý D12 Ý D23 ,

D15 Ý D25 = P5 Ý D05 Ý D35 Ý D45 ,

D15 Ý P1 = D01 Ý D12 Ý D13 Ý D14 .

上面每个等式中等号右边的单元均在无故障盘上 ,

因而是已知的 ,等号左边为未知量. 这是有 6 个未知

量 ,5 个方程的方程组 ,所以没有唯一解. 因此 ,单元

子集 P0 , D15 , D24 , P1 , D04 , D25是不可重构单元子集.

(2) 当图 3 (a) 的布局中第 2 , 3 号盘故障时 ,其

上的单元子集为{ D01 , D12 , D23 , D34 , D45 , D05} ,对

应的子图为图 3 (c) ,有如下的方程组 :

D01 Ý D05 = P0 Ý D02 Ý D03 Ý D04 ,

D01 Ý D12 = P1 Ý D13 Ý D14 Ý D15 ,

D12 Ý D23 = P2 Ý D02 Ý D24 Ý D25 ,

D23 Ý D34 = P3 Ý D03 Ý D13 Ý D35 ,

D34 Ý D45 = P4 Ý D04 Ý D14 Ý D24 ,

D45 Ý D05 = P5 Ý D15 Ý D25 Ý D35 .

上面各等式中等号右边的单元均在无故障盘上 ,等

号左边为未知单元. 这是有 6 个未知量 , 6 个方程的
方程组 ,系数行列式为

1 0 0 0 0 1

1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1

= 0 (在域 F2 中) ,

即这个方程组没有唯一解. 因而 ,单元子集{ D01 , D12 ,

D23 , D34 , D45 , D05}是不可重构单元子集.

注意到单元子集{ P0 , D15 , D24 , P1 , D04 , D25}

和{ D01 , D12 , D23 , D34 , D45 , D05}的子图的结构 ,有
下面定义.

定义 6 . 　一个图的如下任一子图称为闭路 :

(1) 只包含两个端点不含中间点且至少含一条
边的路 ;

(2) 只含边不含顶点的至少有两条边的圈.

如图 3 的 (b) , (c) 均是完全图 K6的闭路. 用与
例 4 类似的方法可证下面引理.

引理 2 . 　校验组的图的闭路对应的单元子集
是不可重构单元子集.

下面的引理 3 证明了无环图的子图是可重构森

林与其不包含闭路是等价的.

引理 3 . 　无环图 G 的子图 H 是可重构森林当

且仅当 H 不包含闭路.

证明. 　若 H 是可重构森林 ,由定义 5 和 6 知 ,

H 不含闭路. 反之 ,设 H 不含闭路. 由定义 6 的 (2) ,

H 不含圈 ,从而是森林. 若 H 中有一个连通支 (是
一棵树) 包含两个顶点 ,由定义 6 的 (1) ,这个连通支
包含闭路. 因此 H 的每个连通支都是最多含一个顶
点的树 ,即为可重构树. 所以 H 是可重构森林. 证毕.

假设校验组的图是无环图 ,即验组中每个数据
单元都被用来计算两个校验单元. 结合引理 1 , 2 和
3 有下面定理.

定理 2 . 　设 B 是校验组的一个单元子集 ,则下
面 3 个论断是等价的 :

(1) B 是可重构单元子集 ;

(2) B 的子图不含闭路 ;

(3) B 的子图是可重构森林.

推论 1 . 　校验组的单元集合划分最多为 22划
分. 特别地 ,若校验组的图含有重边 ,则它的任意单
元集合划分均是 12划分.

证明. 　校验组的图中任一边及关联的顶点构
成一条闭路. 此闭路对应的三个单元构成一个不可

重构单元子集. 对校验组的任意单元集合划分 ,至多
有 3 个子集包含这 3 个单元 ,并且包含这 3 个单元
的单元子集的并集是一不可重构单元子集. 于是校

验组的单元集合划分最多为 22划分.

当校验组的图含有重边时 ,连接同一对顶点的

两条重边构成一条闭路 ,对应校验组的一个不可重
构单元子集. 对校验组的任意单元集合划分 ,至多有

两个子集包含这两个单元. 证毕.

由推论 1 ,在构造容许两个盘故障的阵列数据
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布局时 ,应选择简单图 (不含环和重边) 作为校验组
的图 ,这样才能保证校验组存在 22划分. 因此 ,下面

均假设校验组的图为简单图.

再由定义 2 ,定义 4 和引理 3 有下面推论.

推论 2 . 　对校验组的单元集合的一个划分 ,下
面 3 个论断是等价的 :

(1) 此划分是 22划分 ;

(2) 此划分中任两个单元子集的并集的子图不
含闭路 ;

(3) 此划分中任两个单元子集的并集的子图是
可重构森林.

推论 3 . 　对校验组的图的一个子图分解 ,下面
3 个论断等价 :

(1) 此分解是 22分解 ;

(2) 此分解中任意两个子图的并不含闭路 ;

(3) 此分解中任意两个子图的并是可重构森林.

推论 2 和 3 给出了校验组 (校验组的图) 的 22划
分 (22分解)准则. 下面定理说明 ,对任一校验组 (校
验组的图) ,其 22划分 (22分解) 都是存在的. 事实

上 ,设一个校验组的图是简单图 ,把图的每个顶点和
每条边作为一个子图 ,则给出校验组的图的一种 22
分解 ,称为平凡分解 ;相应的给出校验组的一个 22
划分 ,称为平凡划分.

定理 3. 由简单图确定的校验组都存在 22划分.

校验组的平凡划分给出的阵列布局仅满足容许
两个盘故障的条件. 在磁盘阵列的数据布局中 ,不仅

仅要求一个布局方案满足“容许两个盘故障”的条
件 ,同时还希望阵列的其它性能 (如冗余率、小写额

外开销) 达到最优. 下一节将讨论在容许两个盘故障
的阵列布局中 ,如何选择校验组的图使得校验组的

22划分给出的阵列布局的性能达到最优.

定理 4 . 　若校验组有 n 个校验单元 (即校验组

的图有 n 个顶点) ,则校验组的一个可重构单元子
集至多包含 n 个单元. 从而若一个校验组含有 m

个数据单元 n 个校验单元 ,则校验组的 22划分中至
少要分成 2 ( n + m ) / n 个子集 ,即校验组的容许两

个盘故障的布局至少需要 2 ( n + m) / n 个盘.

证明. 　对于有 n 个校验单元的校验组 ,在重

构一个单元子集中的单元时 ,至多有 n 个等式 (一
个校验单元对应一个等式 ,参见例 3 ,例 4) . 这样 ,对
单元数多于 n 的单元子集 ,在重构时 ,就会得到一

个至多有 n 个方程 ,而未知量的个数大于 n 的方程
组. 因此 ,这样的单元子集是不可重构单元子集.

校验组的 22划分要求任意两个子集的并构成
一个不可重构单元子集 ,从而有 m 个数据单元 n 个

校验单元的校验组的 22划分至少要分成 2 ( n +

m ) / n 个子集. 证毕.

最后再给出几个图的 22分解的例子.

例 5 . 4 个顶点的完全图 K4 (图 4 (a) ) 的分成 5

个子集的一种 22分解为{ P0 , D12} ; { P1 , D23} , { P2 ,

D30} ,{ P3 , D01} ,{ D02 , D13} . 这里 D i j连接顶点 Pi ,

Pj ,下同.

5 个顶点的完全图 K5 (图 4 (b) ) 的分成 7 个子

集的 22分解为 { P0 , D12 } , { P1 , D23 , D04 } , { P2 ,

D34} , { P3 , D02 } , { P4 , D13 } , { D01 , D24 } , { D03 ,

D14} .

6 个顶点的完全图 K6 (图 4 (c) ) 的分成 7 个子

集的一种 2 2分解为{ P0 , D12 , D35} , { P1 , D23 , D40} ,

{ P2 , D34 , D51 } , { P3 , D45 , D02 } , { P4 , D50 , D13 } ,

{ P5 , D01 , D24} ,{ D03 , D14 , D25} .

4 　布局方案性能的优化

首先考查冗余率. 冗余率是描述阵列布局方案性

能的主要参数之一. 校验组的冗余率定义为校验组的

校验单元数与全部单元数的比值. 若一个校验组含

有 n 个校验单元 , m 个数据单元 (即校验组的图含

有 n 个顶点 m 条边) ,则校验组的冗余率为 n/ ( n

+ m ) .

一个阵列布局方案中校验单元数与总单元数的

比值称为此布局方案的冗余率. 阵列布局中 ,在保证

可靠性及 I/ O 性能的前提下 ,总希望布局方案的冗

余率尽可能小. 根据编码理论中的 singleton bound

定理[11 ] ,对含有 N 个盘的阵列 ,它的容许 k 个盘故

障的布局方案的冗余率至少为 k/ N .

命题 1 . 　对一个阵列布局方案 ,若所有校验组
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都含有 n 个校验单元 , m 个数据单元 ,即所有校验

组的冗余率均为 n/ ( n + m ) . 则该布局方案的冗余

率亦为 n/ ( n + m) .

下面考查对于给定阵列的盘数 N ,如何选择校

验组 (即如何确定校验组的图) ,使得所确定的容许

两个盘故障的阵列布局方案的冗余率为 2/ N . 这里

假设在阵列布局过程中 ,所有校验组的图都同构. 为

此 ,由命题 1 ,只以一个校验组为例讨论.

定理 5 . 　给定阵列盘数 N ,设校验组含有 n 个

校验单元 , m 个数据单元 (即校验组的图含有 n 个

顶点 m 条边) ,则校验组存在到阵列的容许两个盘

故障的冗余率是 2/ N 的布局 ,当且仅当 n/ ( n + m )

= 2/ N 且校验组有一个分成 N = 2 ( n + m ) / n 个子

集的 22划分 (即校验组的图有一个分成 N = 2 ( n +

m) / n 个子图的 22分解) 及 n Ε N - 1 .

证明. 　由 n/ ( n + m ) = 2/ N 知 ,校验组的冗

余率为 2/ N ;再由校验组有一个分成 N = 2 ( n +

m) / n 个子集的 22划分 ,根据定理 1 ,这种单元集合

划分给出此校验组的容许两个盘故障的布局. 反之 ,

若校验组的冗余率是 2/ N ,则有 n/ ( n + m ) = 2/

N ;再由定理 1 ,校验组到阵列的容许两个盘故障的

布局给出它的容许两个盘故障的单元集合划分. 设

该单元集合划分分成 t 个单元子集 ,则 t Φ N = 2 ( n

+ m ) / n . 由定理 4 有 t Ε 2 ( n + m ) / n = N ,从而 t

= N = 2 ( n + m ) / n ,即校验组有一个 22划分 ,分得

的单元子集数为 N = 2 ( n + m ) / n .

最后 ,由 n/ ( n + m) = 2/ N 得 m = n ( N - 2) / 2.

根据推论 1 ,校验组的图应为简单图. 从而 , m Φ n ( n -

1) / 2 ,即 n ( N - 2) / 2 Φ n ( n - 1) / 2 ,解得 n Ε N - 1 .

证毕.

由定理 5 ,对于给定的有 N 个盘的阵列 ,要构

造一容许两个盘故障且冗余率为 2/ N 的布局方案 ,

需选择同时满足如下条件的简单图 G 作为校验组的

图 :

(1) G 的顶点数 n Ε N - 1 ;

(2) G 的边数 m = n ( N - 2) / 2 ;

(3) G 有一个分成 N 个子图的 2 2分解.

满足条件(1)和 (2)的图是很多的. 特别地 ,当 n =

N - 1 时 , m = ( N - 1) ( N - 2) / 2 . 此时图 G 是有

N - 1 个顶点的完全图 KN - 1 ,这个图给出的是满足

条件“容许两个盘故障且冗余率是 2/ N”的具有单

元数最少的校验组. 在磁盘阵列的数据布局方案中 ,

校验组的单元数越少 ,布局方案的 I/ O 性能越好.

因此 ,希望对有 N - 1 个顶点的完全图 KN - 1给出分

成 N 个子图的 22分解的方法. 目前还不清楚哪些

完全图存在这种 22分解以及如何分解.

例 5 给出的是有 4 , 5 , 6 个顶点的完全图的 2 2
分解. 其中对 K4和 K6的分解是满足如上条件的 22
分解. 可以证明完全图 K5不存在分成 6 个子图的满

足条件的 2 2分解.

如果找出完全图的满足如上条件的 22分解有

困难或者这种 22分解不存在 ,应适当增加图的顶点

数 ,如取 n = N , N + 1 , ⋯(相应地也增加校验组的

图的边数) ,然后对相应的图寻找满足条件的 22分
解. 对每个这样的 n ,有 m = n ( N - 2) / 2 条边的简

单图是很多的. 因此对某个 n ,比如 n = N ,构造一

个有 n 个顶点 , m = n ( N - 2) / 2 条边的图 ,使其存

在分成 N 个子图的 2 2分解应该是可行的 ,这也是

我们进一步的工作. 关于阵列数据布局的具体步骤

将在下一部分讨论.

最后讨论阵列布局方案的小写额外开销. 在磁

盘阵列中 ,当一次写入的数据小于或等于一个数据

单元时 ,称为小写 ( small writes) . 小写时 ,由于要修

改相应的校验单元 ,由此而带来的过多的额外开销

会降低阵列的吞吐量 ,从而会影响整个系统的性能.

例如 ,对于前面的由图所确定的校验组 (每个数据单

元恰好被用来计算两个校验单元) 给出的阵列布局

方案 ,当更新一个数据单元时 ,需先读出此单元的旧

数据及与此数据单元有关的两个旧的校验单元 (预

读) ,然后利用“异或”运算分别计算出新的校验单元
(新的校验单元 = 旧的数据单元 Ý旧的校验单元 Ý
新的数据单元) ,最后写入新的数据单元及新的校验

单元 . 因此 ,每一次小写需要 3 次读和 3 次写 ,共 6

次 I/ O 操作和两次计算 ,称为小写额外开销. 小写

问题一直是磁盘阵列研究要考虑的一个重要问题.

在磁盘阵列数据布局选择校验组时 ,为了使所给出

的布局方案有低的小写额外开销 ,应使得每个数据

单元被用来计算尽可能少的校验单元.

在容许两个盘故障的阵列数据布局中 ,具有最

低小写额外开销的阵列布局方案是对每个数据单元

采用两次镜像 (小写额外开销只有 3 次写操作) ,然

而如此给出的布局方案具有最大的冗余率 ;其次是

采用镜像和校验相结合 (每次小写需要两次读和 3

次写共 5 次 I/ O 操作和一次计算) [12 ] ,如此方法给

出的布局方案的冗余率也不能达到最优. EVENODD

布局方案[2 ]的冗余率达到最优 (2/ N) ,然而对该布局

方案对角线上数据单元的更新却需要 2 ( N - 1) 次 I/

O 操作和 N - 2 次计算 ;而 DH1 布局方案[9 ] ,更新

一个数据单元需要 8 次 I/ O 操作和 3 次计算 (事实

上 ,DH1 和 EV ENODD 布局方案的校验组对应的是

超图) . 由前面段的说明 ,用本文的方法给出的布局

方案 ,每一次小写只需要 3 次读和 3 次写共 6 次 I/
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O 操作和两次计算. 因此 ,按照本文的方法给出的布
局方案 ,不但可使得冗余率达到最优 ,而且还会使得

小写额外开销相对较低.

5 　磁盘阵列容许两个盘故障的
数据布局的步骤

给定磁盘阵列的盘数 N (依次标号为 0 , 1 , ⋯,

( N - 1) ) ,假设在阵列布局过程中 ,所有校验组的图
都同构. 根据前面几节的讨论 ,可按以下步骤给出阵
列布局 :

(1) 给出校验组的图及其 22分解 :按照定理 5 后面的讨

论 ,根据阵列的盘数 N 以及对阵列布局方案性能的要求 ,构

造校验组的图 ,同时根据推论 2 给出该图的一个 22分解 (要

求图的 22分解所分得的子图数 l Φ N) .

(2) 确定校验组及其单元集合划分 :按照给出的校验组

的图的边数 ,把用户数据单元序列划分为数据组 ,指定数据

组的数据单元集合与图的边集合的对应关系 ,再按照例 2 的

方法确定每一个校验组 . 同时由校验组的图的 22分解对应

校验组的 22划分.

(3) 给出映射函数 ,即对每个校验组的单元集合划分的

每一个子集指定存入阵列的盘号及其中单元在相应盘中的

偏移量 . 这里要求每一校验组的不同的子集对应不同的盘

号 ,同一子集中的不同单元对应的偏移量也不同.

(4) 给出重构算法. 即给出当阵列中任意一个盘或两

个盘故障时 ,对故障盘上单元重构的算法 .

通过以上步骤实现的磁盘阵列数据布局称为磁
盘阵列的一个数据布局方案 ,简称阵列布局方案.

运用以上步骤给出阵列布局方案 ,关键是确定
校验组的图. 因为 ,校验组的图决定阵列布局方案的

性能 ,决定校验组的单元子集是否存在满足条件的
22划分 ,同时也影响映射函数和重构算法的确定. 另

外 ,在确定映射函数时 ,一方面要考虑校验单元在阵
列中各个盘上的均匀分布 ,同时也要考虑是否容易
给出重构算法.

下面以一个例子来说明如上步骤.

例 6 . 　假设每个数据组包含 6 个数据单元 ,且

对应的图均为完全图 K4 . 校验组的 22划分由例 5

中对完全图 K4的分成 5 个子集的 22分解给出. 由

此确定的阵列布局方案如图 5 (只列出 3 个校验组
的布局) . 这里阵列盘数 N = 5 , Pj

i表示第 j 个校验组

的第 i 个校验单元 , D j
i k表示第 j 个校验组中图 K4

的边 D i k对应的数据单元 ,即用来计算校验单元 Pj
i

和 Pj
k的数据单元. 在这个布局方案中 ,为了使校验

单元均匀分布到阵列的各个盘上 ,把每个校验组单
元集合划分中的不含校验单元的子集存入到不同的

盘上 ,如图第 0 个校验组的不含校验单元的子集放
到第 4 号盘 ,第 1 个校验组的不含校验单元的子集

放到第 3 号盘. 这样 ,每 5 个校验组作为一次循环.

下面给出这个布局的映射函数. 首先 ,用户数据

单元依次编号为 0 ,1 ,2 , ⋯ . 第 j 个校验组的数据单
元按 D j

01 , D j
02 , D j

30 , D j
12 , D j

13 , D j
23的顺序依次标号

为 0 ,1 ,2 ,3 , 4 , 5 ;也就是 ,当 i = 0 时 ,数据单元 D j
i k

是第 j 个校验组的第 k - 1 号数据单元 ,当 i = 1 , 2

时 , D j
i k是第 i + k 号数据单元. 第 l 号用户数据单元

是第 l
6

个校验组的第 l mod 5 号数据单元.

表 1 给出校验单元和数据单元存入阵列的盘号

和偏移量.

最后说明对故障盘上单元重构的算法. 当一个
盘故障时 ,如第 0 号盘故障 ,重构其上偏移量为 0 的

单元. 由映射函数可确定此物理单元内的单元是

P0
3 ,由校验组的图可知 : P0

3 = D0
23 Ý D0

30 Ý D0
13 ;再由

映射函数知数据单元 D0
23 , D0

30 , D0
13分别在第 2 ,3 , 4

号盘的偏移量为 1 的物理单元内 ,进而可重构 P0
3 .

表 　1

单元 存入阵列的盘号 在相应盘
上的偏移量

Pj
i ( i + 1) mod 4 +

( i + 1) mod 4 + jmod5
4

2 j

D j
i k

i = 0 , k = 2 或
i = 1 , k = 3

4 - j mod 5 2 j + i

其它 i +
( i + 1) + j mod 5

4
2 j + 1

583110 期 周 　杰等 :容许两个盘故障的磁盘阵列数据布局与图分解的条件和存在性研究

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



当两个盘故障时 ,如第 0 号和第 1 号盘故障 ,重构其
上偏移量为 0 和 1 的单元. 由映射函数可知对应的

单元子集为{ P0
3 , D0

01 , P0
0 , D0

12} ,其对应的子图如图

5 .从而有 P0
3 = D0

23 Ý D0
30 Ý D0

13 , D0
12 = P0

2 Ý D0
23 Ý

D0
02 , D0

01 = P0
1 Ý D0

12 Ý D0
13 , P0

0 = D0
01 Ý D0

02 Ý D0
30 . 再

由映射函数可确定上面等式中等号右边单元所在物
理单元的盘号和偏移量 ,进而可重构单元 P0

3 , D0
01 ,

P0
0 , D0

12 .

6 　结　论

本文从一个新的途径讨论容许两个盘故障的阵
列布局 :把校验组用一个图表示 ,校验组的容许两个

盘故障的布局归结为它的容许两个盘故障的单元集
合划分 ,进而转化为校验组的图的顶点和边组成集

合的容许两个盘故障的分解. 为设计容许两个盘故
障的阵列布局提供了一种有效的方法. 用图表示一

个校验组不但可以很容易地给出一个校验组 ,而且
可以直观地反映出校验组中数据单元和校验单元之

间的关系 ,同时把校验组的容许两个盘故障的阵列
布局转化为校验组的图的 22分解这样一个数学问

题. 按照本文的方法给出的布局方案 ,不但可使得阵
列布局方案的冗余率达到最优 ,而且还会使得小写

额外开效相对较低. 我们是从总体上考虑磁盘阵列
的数据布局 ,由此 ,已知的布局方案 (如 RM2 ,DH2

等)只是某类校验组的特殊的单元集合划分确定的
布局方案 ,也就是某类特殊的图的特定分解对应的
布局方案.

本文假定校验组中每个数据单元只被用来计算
两个校验单元 ,从而只讨论容许两个盘故障的阵列

布局. 对每个数据单元被用来计算多个校验单元的
情况以及容许多个盘故障的阵列布局是我们进一步

讨论的问题.
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